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a, dell'InformazioneAlgebra Lineare e GeometriaTeorema e formula di GrassmannTeorema di Grassmann. Siano U e W sottospazi vettoriali di uno stesso spazio vettoriale⋄
V sul 
ampo K. Allora vale la seguente formula:

dim(U) + dim(W ) = dim(U + W ) + dim(U ∩ W ). (1)Si di
e 
he (1) è la formula di Grassmann. Il teorema è già stato dimostrato nel 
aso 
he
U ∩ W = {0V }, 
ioè 
he la somma U + W sia diretta (
fr. pagg. 81�82 del libro).Ri
ordiamo 
he, se B = {u1, u2, . . . , un} e C = {w1, w2, . . . , wm} sono famiglie di generatoririspettivamente di U e di W , allora B ∪ C = {u1, . . . , un, w1, . . . , wm} è una famiglia digeneratori del sottospazio somma U + W .Dimostrazione del teorema di Grassmann⋄ Per quanto detto sopra, possiamo supporre 
he dim(U ∩W ) = r > 0. Sia B1 = {v1, v2, . . . , vr}una base di U ∩W . Per il teorema della base in
ompleta, possiamo estendere B1 ad una base
B2 = {v1, . . . , vr, ur+1, . . . , un} di U e ad una base B3 = {v1, . . . , vr, wr+1, . . . , wm} di W , dove
n = dim(U) e m = dim(W ). Allora B = B2 ∪ B3 = {v1, . . . , vr, ur+1, . . . , un, wr+1, . . . , wm} èun sistema di generatori di U + W formato da r + (n − r) + (m − r) = n + m − r vettori di
V . Se dimostriamo 
he la famiglia B è linearmente indipendente, allora B sarà una base di
U + W e quindi U + W avrà dimensione

dim(U + W ) = n + m − r = dim(U) + dim(W ) − dim(U ∩ W )
he è equivalente alla formula (1) e quindi avremo 
on
luso la dimostrazione del teorema.Siano α1, α2, . . . , αr, αr+1, . . . , αn, βr+1, . . . , βm ∈ K tali 
he
α1v1 + · · ·+ αrvr + αr+1ur+1 + · · ·+ αnun + βr+1wr+1 + · · · + βmwm = 0V . (2)Si noti 
he v = α1v1 + · · · + αrvr ∈ U ∩ W , u = αr+1ur+1 + · · · + αnun ∈ U e w =

βr+1wr+1 + · · · + βmwm ∈ W . Portando al se
ondo membro il vettore w ∈ W , otteniamo:
U ∋ v +u = α1v1 + · · ·+αrvr +αr+1ur+1 + · · ·+αnun = −w = −βr+1wr+1−· · ·−βmwm ∈ W,quindi, per de�nizione di intersezione, il vettore

v + u = −w = −βr+1wr+1 − · · · − βmwm,appartiene a U ∩ W e, si

ome B1 è una base di U ∩ W , si s
rive 
ome 
ombinazione linearedi v1, . . . , vr, 
ioè esistono β1, β2, . . . , βr ∈ K tali 
he
−w = −βr+1wr+1 − · · · − βmwm = β1v1 + · · ·+ βrvr.Portando tutto allo stesso membro, si ha
β1v1 + · · ·+ βrvr + βr+1wr+1 + · · · + βmwm = 0V ,ed essendo {v1, . . . , vr, wr+1, . . . , wm} linearmente indipendente, per
hé base di W , ne segue
he βi = 0, per i = 1, . . . , m. Sostituendo βr+1 = · · · = βm = 0 nella formula (2), si trova
α1v1 + · · · + αrvr + αr+1ur+1 + · · ·+ αnun = 0V ,ed essendo {v1, . . . , vr, ur+1, . . . , un} linearmente indipendente, per
hé base di U , ne segue 
he

αi = 0, per i = 1, . . . , n, e quindi 
he B è linearmente indipendente, 
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